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Abstract: in this work, we study nonlinear oscillations of Micro beams based 

on the nonlocal theory (NGT) incorporated the thickness effect and the Euler–

Bernoulli beam theory (EBT) with the Von Karman’s assumption. Consider a 

clamped–clamped micro beam placed between two stationary electrodes. We 

will apply the variational approach to find the approximate solution of the 

nonlinear compare with results in studies to evaluate the accuracy of the 

method. Effects of material, of a voltage and operational parameters on the 

frequency ratio (the ratio of nonlinear frequency to linear frequency), on the 

nonlinear frequency, and on the stable configuration of the micro beam are 

studied and discussed. 
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Tóm tắt: Trong nghiên cứu này, Nhóm tác giả nghiên cứu dao động phi tuyến 

của dầm có kích thước Micro dưới tác dụng của điện trường dựa trên lý thuyết 

độ dốc biến dạng phi địa phương (NSGT) và lý thuyết dầm Euler-Bernouli 

(EBL) với giả thiết Von-Karman. Dầm micro bị ngàm hai đầu và đặt giữa hai 

bản tích điện áp cố định. Nhóm tác giả sử dụng phương pháp gần đúng biến 

phân so sánh với các kết quả trong các nghiên cứu để đánh giá chính xác của 

phương pháp. Đánh giá ảnh hưởng của kích thước và các tham số động học, 

điện áp đến tần số dao động của dầm micro dưới tác dụng của điện trường 

được xem xét và thảo luận. 

Từ khóa: Dầm micro, lý thuyết đàn hồi phi cục bô, dao động phi tuyến, phương 

pháp biến phân. 

 

 

1. Giới thiệu 

Thiết bị truyền động vi mô / nano là bộ phận 

chính của hệ thống cơ điện tử vi mô / nano (MEMS 

/ NEMS). Bộ truyền động vi mô thường được mô 

hình hóa như một dầm micro hoặc tấm micro được 

điều khiển bởi lực tĩnh điện gây ra bởi điện áp đặt 

giữa dầm micro (hoặc tấm micro) và chất nền cố 

định. Các thiết bị MEMS / NEMS bao gồm công tắc 

micro / nano, thiết bị truyền động micro / nano, cảm 

biến,… có rất nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực 

công nghệ cao như điện tử kỹ thuật, kỹ thuật hàng 

không vũ trụ, kỹ thuật y sinh, kỹ thuật quang học 

(Batra và cộng sự [1]; Chuang và cộng sự [2]). Các 

bài toán dao động và mất ổn định của MEMS / 

NEMS đã được nhiều tác giả nghiên cứu. Zhang 

và Meng [3] đã nghiên cứu đáp ứng phi tuyến động 

học của MEMS chịu tác dụng của lực tĩnh điện và 

lực giảm chấn. Nemirovsky và Degani [4] đã 

nghiên cứu hiện tượng mất ổn định của bộ điều 

khiển tĩnh điện. Biểu thức phân tích cho lực điện 

áp gây ra giữa hai bản tụ trong thiết bị điểu khiển 

có kích thước micro đưa ra bởi Lee [5]. Krylov và 

Dick [6] đã báo cáo các nghiên cứu lý thuyết và số 

học về sự mất ổn định động cho mode đầu tiên do 

lực tĩnh điện và lực phân bố đều. Fu và Zhang [7] 

đã nghiên cứu các hiện tượng mất ổn định của 

dầm nano dưới tác dụng của điện trường khi xem 

xét ảnh hưởng của năng lượng bề mặt. Phương 

pháp nhiễu loạn đồng loạn đã được Askari và cộng 

sự [8] sử dụng để khảo sát đặc tính ổn định tĩnh 

của dầm micro / nano với các loại điều kiện biên 

khác nhau dưới lực tĩnh điện, lực tương tác Van 

der Waals và Casimir. 

Các nghiên cứu đã chỉ ra rằng lý thuyết co 

giãn cổ điển (CET) không phù hợp để mô tả hành 

vi cơ học cấu trúc micro/ nano. Đối với cấu trúc 

micro / nano, hiệu ứng phụ thuộc vào kích thước 

đóng một vai trò quan trọng trong hành vi cơ học 

của cấu trúc (Fleck và cộng sự [9]; Stolken và 

Evans [10]; Chong và cộng sự [11]). Một số lý 

thuyết đàn hồi bậc cao có thể mô tả các tác động 

phụ thuộc vào kích thước đã được phát triển như 

lý thuyết đàn hồi phi địa phương (NET) được đề 

xuất bởi Eringen [12], Eringen và Edelen [13], lý 
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thuyết gradient biến dạng (SGT) đã phát triển bởi 

Mindlin [14] và sau đó được sửa đổi bởi Aifantis 

[15]. Với việc xem xét ứng suất tại một điểm của 

vật thể liên tục không chỉ phụ thuộc vào biến dạng 

tại điểm đó mà còn vào biến dạng ở tất cả các điểm 

khác, NET cho thấy tác động làm mềm thông qua 

các tham số phi địa phương. Trái ngược với NET, 

SGT phản ánh hiệu ứng cứng của các cấu trúc phụ 

thuộc vào kích thước thông qua các tham số tỷ lệ 

chiều dài vật liệu. Một số phiên bản sửa đổi của 

SGT đã được đề xuất như lý thuyết ứng suất cặp 

đôi (CST) (Lam et al. [16]) với hai tham số thang 

đo chiều dài vật liệu được xem xét và lý thuyết ứng 

suất cặp điều hòa (MCST) (Yang và cộng sự [17]) 

với chỉ một tham số thang đo chiều dài vật liệu sẽ 

được tích hợp. Dao động phi tuyến và bài toán ổn 

định của dầm nano chịu tác động của lực tĩnh điện 

đã được nghiên cứu bởi Kivi và cộng sự [18], sử 

dụng MSGT và EBT. Dựa trên MCST, Shen và 

cộng sự [19] đã nghiên cứu đường cong mất ổn 

định của dầm Euler – Bernoulli kích thước micro 

được ghép nhiều lớp chịu tác động của tĩnh điện 

và áp điện. Nikpourian và cộng sự [20] đã nghiên 

cứu đáp ứng phi tuyến hình học của dầm micro 

dưới tác dụng của lực tĩnh điện và áp điện bằng 

cách sử dụng SGT. Kết hợp NET và SGT thành 

một lý thuyết đàn hồi tổng quát, Lim và các cộng 

sự [21] đã đề xuất NSGT, có thể được coi là lý 

thuyết đàn hồi bậc cao và tổng quát nhất cho đến 

nay. Có thể quan sát ảnh hưởng của các tham số 

thang đo chiều dài vật liệu và phi địa phương lên 

ứng xử cơ học của các cấu trúc phụ thuộc vào kích 

thước bằng cách sử dụng lý thuyết này. Dựa trên 

NSGT, một số công trình liên quan đến tĩnh và 

động của dầm micro / nano đã được xuất bản. 

Simsek [22] đã nghiên cứu dao động phi tuyến của 

dầm nano FG Euler – Bernoulli bằng cách sử dụng 

phương pháp tiếp cận Hamilton. Bài toán buckling 

và dao động phi tuyến của dầm nano nằm trên một 

lớp đàn hồi đã được nghiên cứu bởi Hieu [23] bằng 

cách sử dụng phương pháp tuyến tính hóa tương 

đương. Dao động phi tuyến phụ thuộc vào kích 

thước của dầm micro FG được gia cố bằng ống 

nano cacbon với các lớp áp điện trong môi trường 

nhiệt được nghiên cứu bởi Phi và các cộng sự [24]. 

Hieu và Phi [25] nghiên cứu dao động phi tuyến 

của dầm nano khảo sát ảnh hưởng của kích thước 

hình học. 

Theo hiểu biết của nhóm tác giả, khảo sát 

dao động phi tuyến của dầm micro dưới tác dụng 

của trường điện từ theo lý thuyết NSGT là một 

hướng nghiên cứu tốt. Do đó, trong nghiên cứu này 

tác giả tiến hành nghiên cứu dao động phi tuyến 

của dầm micro được kẹp giữa hai bản tụ đặt điện 

áp một chiều, sử dụng phương pháp Galerskin và 

phương pháp biến phân He’Laplace so sánh kết 

quả tính toán với các công trình nghiên cứu khác 

cho thấy độ chính xác của kết quả thu được. Đánh 

giá ảnh hưởng của các tham số độ mảnh, tham số 

phi cục bộ, điện áp đến dao động của dầm micro. 

2. Mô hình và công thức 

Lý thuyết đàn hồi phi cục bộ (Eringen, 1972) 

liên quan đến tương tác tầm xa giữa các hạt vật 

liệu đàn hồi đẳng hướng đồng nhất, thì ứng suất 

tại điểm không chỉ phụ thuộc vào biến dạng tại vị 

trí đó mà còn phụ thuộc vào tất cả biến dạng tại 

các điểm khác trong miền thể tích V. Với giả thiết 

này thì thế năng biến dạng đàn hồi viết dưới dạng: 

 ' '

0 0 0

1
( , , ) ' , ( ')

2
ij ij ij ijkl kl

V

U C x x dV x          (1) 

ở đó '

ij ij,  là tenxo biến dạng tại điểm x và x’, 

ijklC  là tenxo đàn hồi theo lý thuyết cổ điển, 0  là 

hằng số không địa phương của vật liệu,   đặc 

trưng chiều dài nội bộ và 0  hàm biến thiên Kernel 

thể hiện tính không địa phương theo khoảng cách 

giữa điểm tính x và điểm lân cận x’ trong miền thể 

tích V. Mô hình phi địa phương trong phương trình 

(1) giải thích ảnh hưởng của tính không địa 

phương đến trường biến dạng cổ điển. Nếu chúng 

ta mở rộng mô hình của Eringen bao gồm cả tính 

phi địa phương của độ dốc biến dạng (strain 

gradients) ij,k  Đưa ra một hàm Kernel mới thì ta 

có thế năng biến dạng đàn hồi có dạng: 
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' '

0 , 1

'

0 0

2
'

, 1 1 ,

( , , , , , , )

1
' , ( ')

2

' , ( ')
2

ij ij ij m ij

ij ijkl kl

V

ij m ijkl kl m

V

U m

C x x dV x

l
C x x dV x

     

    

    

 

 





 
(2) 

Khi giả thiết: 0 1     phương trình NSGT 

có thể viết lại như sau (Lim và cộng sự 2015): 

2 2 2 2

ij ij[1 ] (1 )kl kle C l       (3) 

Trong công thức (3) khi e=0 ta thu được lý 

thuyết gradient biến dạng (Aifantis strain gradient 

mode ; khi l=0 thu được lý thuyết đàn hồi không 

địa phương (Erigen nonlocal stress mode). 

 
Hình 1. Mô hình đầm micro đặt giữa hai bản tích 

điện 

Một dầm micro với hai đầu ngàm được đặt 

giữa hai bản tích điện như Hình 1. Dầm micro có 

chiều dài L, kích thước mặt cắt ngang bxh, mật độ 

khối lượng  , mô đum đàn hồi Young E và 

mômen quán tính của mặt cắt ngang I. khoảng 

cách giữa hai bản tích điện đến dầm micro là 0g , 

một dòng điện với điện thế 0V  tác dụng lên bản 

tích điện 

Phương trình chuyển động của dầm micro 

được xây dựng dựa trên nguyên lý Hamiton. Theo 

lý thuyết dầm Euler – Bernoulli và giả thiết Von-

Kár mán, thành phần khác không của tensor biến 

dạng được cho bởi: 

2

2

( , ) 1 w(x,t) ( , )

2
xx

u x t w x t
z

x x x


   
   

   
 (4) 

Theo lý thuyết độ dốc biến dạng phi địa 

phương, năng lượng biến dạng ảo của dầm micro 

được cho bởi: 

 (1) (2)

x x x x

(2)

x x x x

0 0

s x x x x

V

L
A

x x x x

V

U dV

t dV dA

    

  

 

 
   

 



 

 (5) 

Thay (4) vào (5) ta được: 

2
(1) (1)

x x 2

0 0

2
(2) (2)

x x2

0

w w
x 

w w
+

L L

s x x

L

x x

u
U N dx M d

x x x

u
M N

x x x

 

 

    
     

     

     
     

     

 
 (6) 

trong đó: (1) (1) (2) (2)

x x x x, , ,x x x xN M N M  là tổng hợp lực 

dọc, mômen uốn, lực dọc phi tuyến cổ điển, 

mômen phi tuyến cổ điển, chúng được định nghĩa 

như sau: 

(1) (1)

x x x x

(2) (2) (2) (2)

x x x x

; ,

; .

x x x x

A A

x x x x

A A

N t dA M zt dA

N dA M z dA 

 

 

 

 

 (7) 

Công ảo của động năng dầm micro được cho 

bởi: 

0

w w
x

L

e

u u
K A d

t t t t
   

       
            

  (8) 

trong đó A=bh là diện tích của mặt cắt ngang 

của dầm micro. 

Công ảo của lực ngoài được cho bởi: 

 
0

W w x
L

e f d    (9) 

trong đó  ,f x t  là lực tĩnh điện gây ra bởi 

hai bản tụ tích điện tác dụng lên dầm  theo 

(Aifantis.E,1992; Yiming Fu và cộng sự [26], 

2011): 

 
   

2

0

2 2

0 0

1 1
,

2 w w

vbV
f x t

g g

  
  

   

 (10) 

với 8.85 /v pF m   là hằng số điện môi của 

môi trường chân không. 

Theo lý thuyết Hamilton, năng lượng biến 

dạng sU , động năng eK và công ngoại lực We
 

Micro beam

L

V0

g
0 b

h

g
0
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thoả mãn phương trình sau: 

 W 0
t

e e s

o

K U dt    
 

(11) 

Thay các phương trình (6), (8) và (9) vào 

phương trình (11); sau một số biến đổi toán học, ta 

thu được phương trình chuyển động của dầm 

micro 

(1) 2

x

2
: xN u

u A
x t

 
 


 

 (12) 

2 (1) 2
(1)

2 2
: ( , )xx

xx

M w w
w N f x t A

x x x t
 

    
   

    
 (13) 

Và các điều kiện biên tương ứng tại x=0 và 

x=L 

(1)

x: 0 0xu N or u    (14) 

(2)

x: 0 or 0x

u u
N

x x


  
  

  
 (15) 

(1)
(1) w

: 0 or 0xx
xx

M w
w N

x x x


  
  

  
 (16) 

(1) (2)w w
: 0 or 0xx xx

w
M N

x x x


   
   

   
 (17) 

2 2
(2)

2 2

w w
: 0 or 0xxM

x x

  

  
  

 (18) 

Ta thấy rằng (12) và (13) là hệ hai phương 

trình chuyển động của dầm micro theo dịch chuyển 

dọc trục và dịch chuyển ngang. Tuy nhiên, nếu 

quán tính dọc trục được bỏ qua, hai phương trình 

này có thể giảm thành một phương trình duy nhất 

với dịch chuyển ngang.  

Sử dụng các phương trình (3), (4) và (7) ta 

được: 

 
22 (1) 2

2(1) 2

2 2

1
1

2
xx

xx

N u w
N ea l EA

x x x x

      
       

        

 

                                                                        (19) 
 

 
2 (1) 2 2

2(1) 2

2 2 2
1xx

xx

M w
M ea l EI

x x x

   
    

   
 (20) 

Thay các phương trình (19) và (20) vào 

phương trình (13), ta được phương trình chuyển 

động của dầm micro theo dịch chuyển ngang 

 

   

2 4
2

2 4

2 2 4
2

0 2 4

0

2 4 2
2 2

2 2 2 2

1

2

L

w
EI l

x x

EA w w w
P dx ea

L x x x

w w f
A ea f ea

t x t x


  
 

  

      
      

       

   
    

    

  (21) 

Phương trình (21) là phương trình mô tả 

chuyển động ngang của dầm micro dưới tác dụng 

của lực tĩnh điện theo lý thuyết đàn hồi gradient 

biến dạng không địa phương. Để thuận tiện cho 

việc tính toán, ta đưa vào các biến không thứ 

nguyên sau: 
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(22) 

Sử dụng (22), phương trình chuyển động 

của dầm micro (21) được đưa về dạng không thứ 

nguyên sau đây 
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(23) 

Sử dụng phương pháp Galerkin đưa 

phương trình đạo hàm riêng (23) về phương trình 

vi phân thường. Nghiệm của phương trình (23) có 

thể viết dưới dạng tách biến và thoả mãn điều kiện 

biên ngàm có dạng: 

 
1

( , ) ( ) 1 cos 2
2

w x t q t x     (24) 
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Thay phương trình (24) vào phương trình 

(23) và sử dụng phương pháp Bubnov-Galerkin ta 

được: 

 2 4 8

1 2 3 4

3 5 7 9 11

6 7 8 9 10 11 0

q c c q c q c q

c q c q c q c q c q c q

   

     
 (25) 

trong đó các hệ số 
kc với 1,2..11k   được 

xác định bởi: 
1 12

2 2

1 2

0 0

x xc d d
x
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1 1 2
4 2 3

2 2
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4 4c dx dx
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 (36) 

3. Nghiệm dao động phi tuyến 

Áp dụng phương pháp gần đúng biến phân 

He-Laplace được đề xuất bởi He, 2002 để tìm 

nghiệm xấp xỉ của phương trình vi phân phi tuyến 

(25). Theo phương pháp này, dạng biến phân của 

phương trình (25) được thiết lập: 

 2 2 4 6 8

1 2 3 4 5

/4

2 4 6 8

6 7 8 9

0

10 12

10 11

1

2

1 1 1 1
( )

2 4 6 8

1 1

10 12

T

q c c q c q c q c q

J q c q c q c q c q dt

c q c q

 
     
 
     
 
 
  
  

  (37) 

trong đó, T là chu kỳ của dao động. 

Nghiệm xấp xỉ của phương trình (25) được 

tìm dưới dạng: 

  0 cos( )q t Q t  (38) 

Thay (38) vào (37) ta được biểu thức biến 

phân dạng  ,J    từ điều kiện dừng 

 0

0

,
0

J Q

Q





 ta tìm được tần số xấp xỉ của dao 

động: (39) 

trong đó t   Thực hiện phép tính tích 
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phân trong phương trình (39), tần số xấp xỉ của 

dao động sử dụng phương pháp biên phân được 

cho bởi (40) 

Và nghiệm xấp xỉ của dao động: (41)
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c c Q c Q c Q c Q c Q
q t t

c c Q c Q c Q c Q



 
     

 
     
 

 (41) 

 

4. Kết quả tính toán và thảo luận 

Để kiểm chứng độ chính xác của nghiệm giải 

tích gần đúng thu được, các kết quả trong đề tài sử 

dụng phương pháp biến phân (VA) so sánh với 

nghiệm sử dụng bằng phương pháp Runge-Kutta 

và xét các trường hợp đặc biệt: / 0;l L  

a / 0e L    để đưa về lý thuyết đàn hồi cổ điển 

trong một số nghiên cứu của Fu và cộng sự [7] và 

Qian và cộng sự [27]. Các tần số xấp xỉ thu được 

bởi các phương pháp giải tích khác nhau và tần số 

chính xác được liệt kê trong Bảng 1 với một vài giá 

trị khác nhau của biên độ ban đầu   lực nén dọc 

trục P và điện thế tác dụng V. Ta có thể quan sát 

thấy nghiệm xấp xỉ thu được bởi nghiên cứu bằng 

phương pháp biến phân VA  so với nghiệm xấp xỉ 

bằng phương pháp cân bằng năng lượng EBM  
. 

Bảng 1. So sánh các tần số xấp xỉ với tần số chính xác của MEMS 

  N V 
ex  (Yiming Fu và cộng 

sự, 2011) 

EBM  (Y.H.Qian và cộng 

sự, 2012) 

VA  

0.3 10 0 26.8372 26.3867 26.3644 

0.3 10 20 16.6484 16.3829 16.3556 

0.6 10 10 28.5382 26.5324 26.1671 

0.6 10 20 18.5902 17.5017 17.0940 

0.3 10 0 26.8372 26.3867 26.3644 
 

(a)  

 

(b)  

 
Hình 2. Độ võng và quỹ đạo pha của MEMS thu được bởi các phương pháp khác nhau với

10, 0.1, 10, 0.3, 20, 0.1V P          
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Nghiệm xấp xỉ thu được bởi nghiên cứu 

bằng phương pháp biến phân He-Laplace so 

sánh với nghiệm số sử dụng phương pháp 

Runge-Kutta bậc 4, kết quả được thể hiện trong 

các Hình 2. 

Trong các phần tiếp theo, ảnh hưởng của 

các tham số khác nhau của hệ đến tần số phi 

tuyến NL  và các tỉ số tần số /NL L   sẽ được 

khảo sát, trong đó L  tần số tuyến tính của MEMS 

đựa trên lý thuyết đàn hồi cổ điển. Trong các kết 

quả dưới đây, đề tài sử dụng tần số phi tuyến NL  

thu được bởi phương pháp nhiễu loạn động vị 

(HPLTM). 

Bảng 2. Các tần số xấp xỉ của MEMS 

  N V     


 


 NL  

0.1 

10 5 0.2 0.2 0.5 10 25.4797 

10 10 0.2 0.2 0.5 20 25.5796 

10 15 0.2 0.2 0.5 30 25.7453 

0.2 

5 5 0.2 0.2 0.5 10 27.5600 

5 10 0.2 0.2 0.5 20 29.1717 

5 15 0.2 0.2 0.5 30 31.6761 

0.4 

0 5 0.2 0.2 0.5 10 28.5916 

0 10 0.2 0.2 0.5 20 34.1727 

0 15 0.2 0.2 0.5 30 41.8521 

Tiếp theo ta đi khảo sát ảnh hưởng của hệ 

số phi cục bộ  a /e L   đến tần số phi tuyến và 

tỉ số tần số của MEMS được thể hiện bởi Hình 3-

4 với các giá trị 0.3, 5, 0.2, 10, 40P V        

Từ Hình 3, ta thấy khi tăng giá trị của tham số phi 

cục bộ   tần số phi tuyến giảm, trong khi tỉ số tần 

số lại tăng. Điều này hoàn toàn phù hợp với lý 

thuyết đàn hồi phi cục bộ rằng tham số phi cục bộ 

làm giảm độ cứng của dầm micro, chính vì vậy tần 

số phi tuyến giảm khi tăng giá trị của tham số phi 

cục bộ. 

(a) 

 

(b) 

 

Hình 3. Sự thay đổi của tần số phi tuyến (a) và tỉ 

số (b) theo tham số phi cục bộ 

Ảnh hưởng của tham số tỉ lệ chiều dài vật 

liệu  /l L   đến tần số phi tuyến và tỉ số tần số 

của MEMS được thể hiện trong Hình 4 với các 

tham số hệ thống:                  

0.2, 5, 0.2, 10, 60P V        ta có thể quan 

sát thấy rằng sự tăng tham số tỉ lệ chiều dài vật 

liệu dẫn đến sự tăng tần số phi tuyến và sự giảm 

tỉ số của dầm Micro. Tham số tỉ lệ chiều dài vật 

liệu có ảnh hưởng làm tăng độ cứng của dầm 

Micro, chính vì vậy, tần số phi tuyến của dầm 

Micro sẽ tăng khi tăng giá trị của tham số tỉ lệ 

chiều dài vật liệu, điều này phù hợp với lý thuyết 

độ dốc biến dạng. 

(a) 

 
(b) 

 
Hình 4. Sự thay đổi của tần số phi tuyến (a) và tỉ 

số tần số (b) theo tham số tỉ lệ chiều dài của vật 

liệu 
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5. Kết luận 

Trong nghiên cứu, nhóm tác giả đã tìm hiểu 

nghiên cứu dao động phi tuyến của dầm micro 

dưới tác dụng của lực điện trường tĩnh. Thành lập 

được nghiệm giải tích cho bài toán dao động phi 

tuyến của dầm micro qua đó đánh giả ảnh hưởng 

của kích thước hình học cũng như khoảng cách 

ban đầu giữa bản tụ điện. Xây dưng phương trình 

dao động phi tuyến cho dầm micro dưới tác dụng 

của điện trường theo lý thuyết đàn hồi phi cục bộ 

và gradient biến dạng. Đánh giá ảnh hưởng của 

các yếu tố phi cục bộ cũng như gradient biến dạng 

đến dao động phi tuyến của dầm. 
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